NcnuruBame pyHKNUja

npunpemuo Baadumup Lasmuh

VcnuruBame GyHKIMja je HEHTPAIHA U CBAKAKO HAjOUTHUjU He0 CBAKOr Kypca marematuke. OH maje MATEeMaTUUKY
OCHOBY 3a CKHIOUpame rpadukra Ha OCHOBYy MareMmaTwdke popmyne onpebenux mojaBa koje ce jaBmajy y eKOHOMU]H,
IPUPOIHUM HAYKaMa, TEXHUIN, (QU3UIN...

Mu hemo ucnutuBame GpyHKIMja PA3IOKUTU HA OCAM IEI0BA:
1. O6aact mepurucanocTu PyHruuje (Mam KOMeH (GyHKUUje)
2. Hymne, 3HaK (QYHKIUje U DIPECEK Ca Y-OCOM
3. IMapuocT u mepmoanYHOCT QYHKITjE
4. I'pannyne BpenHocTu (QyHKHMje HA KPajeBUMa JOMEHA
5. Acumnrore QyHKIM]jE
6. IIpBy u3BOA, MOHOTOHOCT M JIOKQJIHU €KCTPEMU (YHKIIU]je
7. lpyru u3BOxm, KOHBEKCHOCT U IPEBOjHE TauykKe (YHKIU]jE
8. Lprame rpadura QyHKOUjE.
Cana hemo ce merasmHMje OCBPHYTU HA CBAKHU O]l OBUX IEJIOBA.

1. Obaacm degunucanocmu gynkyuje (uau domen gynryuje). Hajuemhe he ¢ymrnmja f rojy mcmuryjemo Gurum cac-
TaB/beHa (Openr3Huje MaTEMATAYKA OM Ce PERJIO [a je KOMIO3UNMja) O BUIIE eJeMEHTADHUX (YHKIMja, Tj. MOTJIN
bucmo pymrmujy f na npencrasumo kao f = g(h(z)). Yrmasaom hie pyuruuja f Gutu nedunucana 3a UCTe BPEIHOCTU
T Kao 1 h, ceM HEKOJIUKO M3y3eTaKa:

1° f(x) = % je mepunucan kana cy nedpunucane u g(x) u h(z) n xax je h(z) # 0;
x
2° f(x) =log, g(x) je medpmuucan rana je mepunucana u g(z) u xana je g(x) > 0;
3° f(z) = +/g(z) je mepunucan rana je mepunucana u g(x) u xaza je g(x) =0
(ucTo Baykm u 3a 6wI0 KOju "mapan’ KODEH: %/—, ?/_, ..., IOK Cy Hemapuu, nonyt +/g(x), ned. xan je g(z) med.);
4° f(x) = tgg(z) je mepumucan kama je mepurucana u g(r) m kana je g(x) # 2k +1)5 (k€ Z);
5° f(xz) = ctgg(z) je nedpuuucan xana je nepunucana u g(x) u xana je g(x) # kr  (k € Z);
6° f(xz) = arcsing(z) je nedunucan rana je nedpunucana u g(x) u Kamga je —1 < g(x) < 1;
7° f(x) = arccos g(x) je medpuuucan rana je nepunucana un g(z) n rana je —1 < g(x) < 1.
Ipyru meo, y KOMe Ce TPayku pelaBame HejeHaurHa WU PA3IMduTOCTH, Ce MOKJamna ca ciaenehmm:

2. Hyne u snax gynkyuje. Ilpecer ca y-ocom npexcrasiba Tauka Y (0, f(0)).

Ha mynama m 3Hary ce Hehemo mperepaHo 3aap:KaBaTi jep ce HA HEKM HAYWH MOJAPAa3yMeBa CPEAIOLIKOJICKO 3HAHE
pemaBama KBaAPATHUX, JOTOPUTAMCKUX, €KCIIOHEHIN]AJHNX, TPUTOHOMETPU]CKUX jeTHAUNHA U HejelHAUNHA, KAaO0 U
HejeIHAUMHA Be3aHUX 3a panuoHadne ¢pyuximuje (Bumeru OOHABbAKE CPEOHOMKOICKE MATEMATHKE ).

3. Ilaprnocm u nepuoduunocm dymwkuuje. 3a ¢pyurunjy f(x) kaskemo na je mapaa ako je f(—z) = f(z) 3a cBako z u3
nomena D (oxpebenor mon 1). f(z) je menapua ako je f(—z) = —f(z) 3a cBako x u3 momena D.

Axo je ¢pyHKUMja mapHa MM HemapHa DOTPeOHO je TO MOoKa3aTH, a aKo HUje HU IapHa HU HEIapHA OHIA je TOBOJLHO
nahu #ery Bpemnoct = a € D 3a kojy je f(—a) # f(a) u f(—a) # —f(a).

Ako ¢yHEKIUja HEMaA cHMMeTpUYAH HOMEH y omHocy Ha = = 0 omza omMax Mo:xkeMmo pehiu na Huje HUM mapHa HU HemapHAa
(MCcTO BaKM U AKO HyJIe W 3HAK (YHKIUje HUCY CUMETPUYHU y omHOcy Ha = = 0).

3a ¢yuruujy f(z) kaskemo ma je mepmomumuna ako nocrtoju 6poj T rakas ma je f(x) = f(z +T) 3a cBakro 3a cBakKoO
x m3 nqomena D. Hajumamwu tarkaB 6poj T o3zmauvaBahemo ca w u oH ce HasuBa mepuon ¢pyurumje f. Tarobhe aro je
GyHKIMja mepuoamyHa TOTPEOHO je TO MOKA3aTH, & aKO HUje TO C€ MOKE 3aKbYUUTHU Ha OCHOBY IEJIOBA UCIUTUBAA
¢yurnuja (moMeHa, HyJa U 3HAKA, TPAHUYHUX BPEIHOCTU) AKO Ty NOOUjeHEe BPEIHOCTU HUCY MEPUOIUYHE.

4. Ipanuune epednocmu gynryuje na xpajesuma domena. Aro ce momer D Moske OPEINCTABUTH KAO yHUja MHTEPBAJA
obauka (a,b) morpebHO je 3a cBakK O TUX MHTepBaja onpemuty ciaenelie ase rpamumvse Bpennoctu: lim f(z) m
r—at

hI?l[jl f(z). Axo je mera on BpemHocTHu a u b GeCckOHAUHA, TOTPEGHO je OAPEeANTH OAroBapajynu GEeCKOHAUHU JMMeEC,
T—b~
HOp. ako je D =R = (—o0,+00) onpebyjemo lim f(z) u lim f(x).
Tr— — 00 r——+00
Axo mmamo unTepsan obauka (a,b] morpebuo je ompemuTu limJr f(z) n Bpennoct f(b) (obparure naxkmy - 3a £ = b
Tr—a

¢pyHEIM]a je neduHMCAHA U Ty U3padyHABAMO BPEIHOCT (YHKIMje, & He TPaKUMO jnMec!) u camusHo 3a [a,b).



Hekan je morpeGHO ropuctrutu 1 JlonuranoBo npaBuio (Moke ce IPUMEHUTH CaMO Ha JuMece ob6JnKa % niIu 00JIMKA,
!/
1), RAS r_r ==
o0 1
g

. g
im = lim . Kam mmamo na je g-h obaura 0 - 0o TO CBOOIMMO HA =~ = —— — — 1
z—a h(xz) z—a h/(x) ed % h—t 0
Jenan on oBa mBa cBohema BOAM Ka pellemy, JOK APYTU Aaje jOIl CJIOMKEHUju JuMec!

Jn 1
g o0

5. Acumnmome gynryuje. Ilocroje Tpu BpcTe acuMuToTa: BEPTUKAIHE, XOPU30HTAJIHE U KOCce (Mala Cy XOPU30HTAJIHE
y CTBapU CIENUjAJHU CIydaj KOCHX).
Beprukasze acuMnTore ce jaBibajy KaJ MMaMO IPEKUI ¥ LOMEHY: IPaBa T = @ je BEPTUKAJIHA ACHUMITOTA aKO a4 He
mpunaga IOMeHy, a 0ap jemaH on JuMeca lim+ f(@)mu lim f(x) nocroju u Geckonauan je (400 mau —o0).

r—a r—a—

Axo je lim f(z) = b, rme je b merkm KoHauan Gpoj, Tama je mpaBa y = b JeBa XOPU3OHTAJHA ACUMOTOTA. AKO je
r——00
liT f(z) = b, rme je b Heknm KOHaUaH OpPoOj, Tana je mpaBa y = b JeCHA XOPU3OHTAJHA ACUMOTOTA. AKO je y = b n
T— 100
JIeBa U IEeCHA XOPU3OHTAJIHA ACUMITOTA, OHIA KAKEMO Ha je TO 06OCTpaHa XOPU3OHTAJIHA ACUMITOTA.
Yrouuko je lim f(x) Geckonauan, Tana TPasKUMO JEBY KOCY acuMOTOTy. JleBa Koca acMMOTOTa IIOCTOJU KO IOCTOje
r——00
cneneha nea numeca: k = lim

f@)

npBooapebenn mmmec) u yKONMKO je M n KOHAYAH Tala MMaMO Ia je JeBa KOca aCUMOTOTa mpasa y = kx + n.
AHAJOTHO TPAKUMO NECHY KOCY aCHUMITOTY: akKo je lirf f(x) Becronauan Ta acHUMIOTOTA MOCTOJU AKO MOCTOjE U
T—T00
. . f(=) . .
kouHaunu cy (u jom k # 0) mumecu k = lim ——~ mn= lim f(z)—k -2 u rana je necua xoca acumnrora y = kx +n.
Tr——+00 €T Tr—+00
AKo ce neBa M mecHa acMMOTOTa MOKJIANajy (Tj. TO je mCcTa mpaBa) KAKEMO Aa UMaMO ODOCTPAaHy KOCY ACHUMIITOTY.

— ako je k xomauvan u k # 0, ouma Tpazkumo n = lim f(x) — k- -z (vme je k
r——00

6. IIpeu u3600, MOHOTMOKOCT U AOKAAHY ekcmpemu gynkyuje. Ilpema mpasmiamMa IupepeHmupama Ce OAPENd IPBU
usson f'(x) ¢pyurmuje f(z). Hama amanmsa ce ceoam Ha onpebuBame Hysa m 3HaKa npBor m3soxa: kanxa je f'(z) =0
“MaMO KaHIUIATA 33 eKCTpeMyM (MakcuMyM wiau MuHMMyM). Ha cBakom on muTepBasia Ha roMme je f'(z) > 0 3a
CBaKO T mMaMo na je ¢yHrmumja pacryha m to hemo o3mauyaBaTtu cTpeaunoM ', a Ha CBaKOM OJf MHTEpPBAaJa Ha
kome je f'(z) < 0 3a cBako x mMamo ma je ¢pyHruuja omamajyha, tj. \,. Can ce Bpaliamo ma nurame onpebusama
eKCTpeMyMa: KaHIUAAT T = a je JOKAJHU MaKCUMyM ako je mo a ¢pyuruuja f pacryha, a makon a omamajyha, / a ™\,
(ma je MakCuMyM MOTJIM CMO NHOOWTH M MCIMTUBAKE€M 3HAKA APYTOr m3Boma — ako je f”(a) > 0), a kapmumat = = a je
JIOKAJHA MUHUMYM ako je no a ¢pyuruuja f omamajyha, a makon a pacryha, \, a / (f”(a) <0). Aro cmo nobumu na
je Heka Tauka eKcTpeM Ty Tpeba m3padyHaTu BpenHocT ¢pyukumje, f(a), m raury M (a, f(a)) o3nauaBamo Ha rpaduky.
Ocrana mBa cayuaja (\ya\, u a /') HACY €KCTpeMHU.

Beoma yecrto ce 3ab0paBiba Aa ce UCOUTA HAYMH KAKO (Tj. mMOJ KOjuM yrioM) (yHknuja ”yiaasu” y HEKy TAUKy WA
"uznasu” u3 we. [IpBu on Ta ABa ciyuaja ce jaBjba Kaua y HEKOM INpeKULy T = a umMamo xa je lim f(x) xonauan (a

r—a

)

ApYTU Kala je 3a HeKU MPEKUI & = a UMaMo Ia je hm+ f(z) komauan) u Tana je koedumjent npasua (0BO ciaenu u3
r—a
npude ca Koe(UIMjeHTOM MpaBlla TaHTeHTe Ha KpUBY) y oKoJmHM Tauke (a, f(a) mat ca k = lim f'(z) (Tj. limJr f(@).
r—a r—a

Koepuuujent n (umpecek mpase ca y-ocoM) mnobujamo u3 jemnarkoctu f(a) = k-a+n. OBo ce on Bac He odekyje Ha
vcnuty!

7. pyeu uzeod, xoneexcrocm u npesojue mauxe Pynwkyuje. Ilpema mpaBunnMma mudepeHnrpama ce OLpeiyd APYTU
usson f"(x) ¢pyurumje f(x) — To je mpsm msson sBeh ompebene ¢pymrumje f'(z), tj. f"’(z) = (f’(a:))/ Ilama ananusa
ce cBoau Ha ompebuBame Hysa U 3HaKa APYror m3sona: kanxa je f’(r) = 0 umamo kammumara 3a IpeBOjHY Tauky. Ha
cBakoM o mHTepBasta Ha KoMe je f(z) > 0 3a cBako r mMamo ma je GyHEmUja 0ob6amka U, a HA CBAKOM OJ MHTEDBAJa
ma KoMe je f(z) < 0 3a cBako x mmamo ma je ¢pymrmmja N (HAMEPHO HUCMO MOMUEAIU KAJa j€ KOHBEKCHA, OIHOCHO
KOHKaBHA, jep Ce Ha Pa3InunTuM (GaKyJITeTuMa KopucTu pasauuuta tepmunosnorujal). Ipesojua tauka x = a je ona
re ce Mema KOHBEKCHOCT. VCTo Ka0 1 KoI MUHUMyMa U MakcuMmyMa oxpebyjemo Bpennoct ¢pyurmuje, f(a), m Tauky
P(a, f(a)) osmauaBamo Ha rpauky.

8. Ipmawe epagura gynxyuje. Ha rpadury oszmauasamo (ako mocroje) cuaenelie Tauke: Hyle, IPECEK Ca Y-OCOM
(0, £(0)), MuHUMYMe U MaKCHMyMe, IPEBOjHE TaJKe, 3aTKUM [PTAMO aCUMITOTE M O3HauaBaMoO (LPTUIAMA) IDAHUUHE
BPEIHOCTHU U HA KPajy CBE TO CIOjuMo BoAehu pauyHa O 3HAKY, MOHOTOHOCTU U KOHBEKCHOCTHU. AKO Ce HECTO HE CIIaiKe,
TO je TIoKa3aTeJh Ja CMO HAUMHUIIN HeKy TpellKy y padyHy Heke o nperxonuux crtasku! Takobe Ha mosuTusHOM cMepy
x-oce Tpeba CTaBUTU CTPEJULY U T, & HA HO3UTUBHOM CMepy y-oce Tpeba crasutu crpemuny u f(x).



2(2? — 1)2 1

IIpumep 1. Cana hemo meraswuo ucnuratu Gpyuxnujy f(x) = €71 U HAIPTATU HEH I'PAPUK.

20 — 1
. . . 2(x — 1)2 1 .
1. Pyurumja f(z) je medpuuucana xama cy medpunucane dyuruuje g(x) = 1 @ h(z) = e=—1. ®ymrnuja g(x) =
T —
2(x —1)2
% je mepummcana kama cy nepumrucame pyusmuje 2(x —1)% mw 22 —1 (1o je 3a cako x € R) m kan je 2z —1 # 0,
T —
Tj. 3a T # % Oyurumja h(x) = P je ﬂe(bI/IHI/IcaHa Kada je mepuHUCaHA (YHKINU]a ﬁ, a 1o je 3a x # 1. Crora
je q)yHKuMJa f(z) nepunmcana kanma je ¥ # & m v # 1, ogHOCHO nOMeH mim obnact AeduHMCaHOCTM PyHKNHMje f je
D = (-00,3) U (5,1) U (1,+00).
20 - 1) -2 )
2. f(0) = 5 0_1¢ = 5 Uajempecek ca y-ocom rauka Y (0, —) =~ (0,—0.736).
€ e

YBek je eF T > 0,a2(r—1)2=03a2=1, ma 6u = 1 6una jenuna myna na 1 mpumana momerny D (oBako ¢yHKIHAja
f mema mymna). KaﬁojeyBeHeﬁ >0, 2(56—1) >0szacsako r € Du2x—1>03a2>3 a2r—1<03az<32

1
mobujamo na je ¢pymrmmja f(z) < 0 3a x € (—oo, 5), a f(z)>03ax€ (5, 1) U (1, +00).

3. Kako momen D = (—o0, %) U (%71) (1,+00) Huje cumerpuuan y omuocy Ha 0 ¢ysrnuja f(x) Huje HU mapHa HU
venapaa (II mauwun je: f(—2) = —?8 ~3 #* :I: e = +f(2), na HUje HU mapHA HU HeNAPHA, jep CMO HAILIM BPEIHOCT
=2 € D 3a K0jy HUje UCIyHEHO HU CBOJCTBO MapHOCTY HU HENaPHOCTU — IO Ae(UHUIMjU oDa CBOjCTBA MOpajy Aa
Baske Vr € D).

Oyurmuja f(x) HAje HU TEPUOAUUHA.

4. Kako je nomen D = (—oo, %) U (%, 1) U (1, 400) morpe6Ho je ompemutu cienehux mect aumeca:

Jm J@). T f(@). N @), T @), Jm Sl f0)

20r—1)2 222 —4x+2 2z—-4+2

1
lim f(x) = —oc0 jep rkam z — —oo0 oHma —— — 0, ma em=1 — e =1, a = = — —00
m (=) Jep z—1 ’ ' 2z — 1 22 — 1 2-1

Kaﬂxﬂfoojepiﬂo.

T omma -1 — —2, ma v T — e 2> 0, 2@-1? -2 -1)?=3>0n2z-1—

N[—=

hm f(z) = —o0 jep kam ¢ —

37

1— _ N—
2.17 —1=0".

IToTnyHo amaJIOTHO ce mobuja lim+ f(z) = 4o0.
1

T3

2 2
2z 1)  2(1-1)
2 — 1 2.1-1

3a uspauyHaBame lim f(z) morpebuo je kopumrheme Jlonuranosor nmpasuna jep je To aumec obauka 0-00 (mpso hemo

=0.

. . 1
lim f(z) =0 jep kan x — 1~ onma —1x — —oo, mae*1 — 0, an

T
r—1—

CBECTU HA JUMEC 06J1m~:a ma OHJA MOYKEMO Ja MpUMeHuMO JlomuTaaoBo mpaBuiio; ca 4 61/1 ce nobuo rexu numec!):

007
1
ex—1 eL z—1
1 _ 1 _ 1
2(x—1)% . . e==1  JLI. .. (x —1)2 i e ™1 . .. (x—1)2 . ew-1

S e T e i = I T i = i e = e

2z —1)2 (@ —1)° (x—1) (z—1)2

hrf f(x) = 400 (mOTIYHO AHAJIOTHO KAO Kam & — —00).

T—T00
5. Kako cmo nobunu na je hm f(z)=—oc0 (am her f(x) = +00) mpaBa ¥ = ; je BepTUKAJHA ACHMITOTA.

T—’§ T—>5

Kako je lim f(z) = +o00 u npaBa z =1 je BepTUKaJIHA ACUMITOTA.
z—1+

Kako cy lim f(z) m lim f(x) Geckonaunu GyHKIMja HEMA XOPU3OHTAIHUX ACAMITOTA, AU MOYKE UMATU KOCHUX.
Tr— —00 r—+00

Kako ce cBu smMecy MOTIIYHO aHAJIOTHO PAYyHAjy W 3a £ — —OQ U 3a & — —+00, CByAa heMo nucartu r — +00.

L f(x)_ . 2($—1)2 i 2*%+2 %_2 0 _ . .
k= xl{rﬂrcloo T xgrﬂlcloo me = xllgloo ﬁe T=ge = 1. Koepunujent n nobujaMo HaAKOH MaJio Cpe-
1
e=-1 —1
21— 1) -3+2
1 1 T
) . 2 —1)%evT1 — (222 — 1) . ’ =1

2.1.1-3+0 1 . )
— =3 Crora je npaBa y = ¥ — 3 060CTpaHa KOCA ACUMITOTA.



B eﬁ(%c2 —4x+1)

6. f'l(x)=2 0z 1) . Kako je yBex e# 7 >0 u (20 —1)2> 0 (z = § € D), 3HaK IPBOT M3BOJA 3aBUCH CAMO
x —
OX KBaapaTHOr TpuHOMa 2x2 — 42 + 1, unje cy mymne 1+ ‘/75:
(-o0,1-2) |1-2 |- 1) | 1]l (1L1+2) [ 142 ]| 1+ L, +00)
ew-1 + + + + X + + +
227 —4x +1 + 0 — - - |- — 0 +
(2z —1)? + + + x| + [+ + + +
f'(x) + 0 + X + X + 0 +
f(x) / max AV X AV X AV min a
e—V2
IMoTpebHO je jom oApeAnTH BPEIHOCTU y JOKAJHOM MAKCUMYMY U JIOKAJIHOM MUHUMYMY: fmax = f(1— g) = — 3
va v
U foin = f(1+ g) = ° . Crora mmamo ga je jgokaigHun MaxkcumyM tadra Mp(1 — 47 < ) =~ (0.293,—0.587), a
142 1-v2
eV2
noragHr MUHUMYM Taura Ma(1 + v2 ) = (1.707,1.704).

27142

ooy oem (227 — 2z 4 1)
[ Py T P ¥

. Kako je yBek e T >0, 222 —22+1> 0 (jepjea=2>0,aD=-4<0)u(z—1)2>0

(x =1¢ D), 3Hak TIpBOT U3BOJA 3aBUCH caMo of umana (2z — 1)3:

e + |+ + x| +
227 — 22+ 1 + +1 + |+ +
2z —1)° - x| + |+ +
(z—1) + +] + [x +
7') — x|+ x|+
f(x) N X U X U
dyurIMja HeMaA IPEBOJHUX TaUaKa.
2ix-1)" elf(x-l)
2x-1
2l
I
11
b 2 3 X
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IIpumep 2. Vicuuratu Tok u Haupratu rpaduk Gpyssmuje f(z) = o
nx

1. Kako je 1+Inz=03a 2z =¢"!

D= (0,e ) U (et +00).

u jgorapuraM Ilnzx je medumuucan 3a xr > 0 umaMo ma je MOMeH (QyHKOUje:

2. Ha ckyny D Ha koMe je meduHmcana, oBa (GyHKIMja HeMa HyJa. 3HaK (yHKuuje y obmactu D 3aBucu camo of
3HaKa MMeHwona, ma uMamo ma je f(r) <0 3a x € (0,e7 1), f(x) >03a x € (e71,+0).

3. ®ysruuja HUje HU HmapHaA, HU HEMApHA, HU NEePUOIUYHA.

4. I'panunune BpegHOCTM Ha KpajeBUMa IOMEHA CY: 1im+ f(z) = 07 (jep lim+x =0t nu lim+1 +Inz = —o0),
r—0 r—0 r—0
lim f(x) = —oco (jep lim 1+Inz=07), lim f(z)=+occ (jep lim 1+Ilnz=0"), lim f(x)= +oco.
r—1- rz— 1~ r— 1t 1t r— 400
Kon mocnemmer nmumeca Mo npuMenuaun JIomuTamoBo IpaBuio (MOMKEMO jep W UMEHUJIAIN U OPOjUsal Teke Ka +00):
A B 1 :
=" lim += lim x = +oo.

1m =
z—4oo 1 +1lnxr £ z—+4oc = z—+00
T

5. Ha ocHOBY IpeTXoIHe Tauke MMAMO Oa je IpaBa T = ¢ | BepTHKAJHA acUMITOTa. Kako mpu onpebuBamy ma aum

lim @ = lim L = 0 creau na GyHRIUja HEMa KOCY acuMmMnToTy (360r
z—+oo I z—+oo 1 +Inzx

k =0 mobunu 6u n = hT flz)—k-x= lirf f(z) = 400).

In x 0] (0,e ) et | (e7h1) ] 1 | (1,+00)
6. Ilpsu usson je f/'(z) = Aok () | x - X - 0 + Muwurumywm je M(1,1).
flx) | x N\ x N\ min /
| —Inw 0 (0,7t et ] (e7te)| e | (e,+x) .
7M@) = g () | x - X + 0 - ITpesojua Tauka je P(e, =).
z(1+Inz) flz) | x N x U I.T. N 2

Ha ocuoBy cBera oBora mpramMo rpaux.

1+ln x




1+ 1n|z|

ITpumep 3. VcnuraTtu Tok n Haupratu rpapur Gpyssnuje f(z) = (1 —1Inlz])

1. Iowmen ¢yurmuje je D = (—oo, —e) U (—e,0) U (0,€) U (e, +00).
2. Hyne ¢ymrmmje cy ¢ = +—. PyHrumja Mema 3HAK M y TaykaMa Opekuaa, ma uMamo ga je f(x) < 0 3a x €
e

(—e,—e H U (0,e7 1)U (e,+00), f(z) >03a z € (—00,—e)U(—e 1,0)U (e, e).
3. dynruuja je menapua (cUMeTpUYHA y OAHOCY HA KOODIAUHATHU IIOYETAK).

4. Tpanuune BpemHocTH Ha KpajeBmMa momena D cy: lim f(z) = 07, lim f(z) = +oo, lim f(z) = —oo,
T——00 r——e" Tr——e
lim f(z) =400, lim f(z)=—o00, lim f(z)=+oc0, lim f(z)=—-0c0, lim f(z)=0".
z—0~ z—0t z—e~ z—et r—+00
5. Ilpase x = —e, x = 0 u & = e cy BepTUKaJHE acuMITOTE, a IpaBa y = 0 je obocTpaHa XOPU3OHTAJIHA ACUMITOTA.
1+ 1n?(—z) 1+1Inz

6. 3a = < 0 upsu ussoxn je f'(z) = a 3a x > 0 npsu ussoxn je f'(z) = na je gyHKuMja

22(1 — In(—=x))?’ 22(1 —Inz)?’
f(z) pactyha Ha cBakoM o MHTEpBaJa IIe je AePUHICAHA.
2In(—z)(In?(—z) — In(—2z) + 2)

(1 —Tn(—2))? , a3a x > 0 apyrm msson je f’(x) =

7. 3Ba xz < 0 mpyrm msson je f"(x) =

2Inz(ln®z —Inz + 2)
23(1 —Inx)3
YBEK MO3UTUBAH, jep je MMCKPUMUHAHTA KBaapaTHOT TpuHOMA u? —u +2 (3a > Ou = Inz, a 3a z < Ou = In(—x))
merarusHa. Pymrmumja je U (f(z) > 0) ma uarepsanmnma (—oo,—e), (=1,0) u (1,e), a N ma (—e,—1), (0,1) u (e, +00).

Jemune mpepojue tauke cy * = —1l,y = —1 u x = 1,y = 1. pyru darkrop y 6Gpojuory je

1+In Il
e 1-1n [x])
' 4




Tect 3 nprama pyHKIMja

MMudpa 3anaTka: Al
Crunuparu rpadure cirenehux ¢pysrnuja:

1. f(z) = (2% — 4z + 5)e®.
1° Iowmen je D =R.
2° Hema myma. 3Hak: cByga +. Ilpecek ca y-ocom je Y(0,5).
3° Huje Hu mapHa, HU HEMapHA, HU MEPUOIAAYHA.
4° lim f(z) =0, lim f(x)= +o0.
Tr— — 00 r——+0o0
5° Hema Bep.ac, HEMa KOCUX ac, JieBa xop.ac. y = 0.
6° f' = (2 — 2z + 1)e®. MonmoTonocT: cByma /. Hema JOKaJHUX eKcTpeMma.

10
7° = (2?2 -1e*. K cUl=1| N |1| U II i Pi(—1,=) u Px(1,2e).
f ( ) OHBEKCHOCT pesojue Tauke cy Pi(—1, - ) u Pa(1,2€)

2. f(x) =2z — V322 + 6.

1° Howmesn je D = (—o0, —2] U [0, +00).

2° Hyne cy x1 =0  ©2 = 6. 3Hak: — (—2) X@ - @—i—.
3° Huje HM napHa, HU HENAPHA, HU IIEPUOIAYHA.

© lim_f(z)= o0, lm_[(x) =+oo, [(~2) = —4, f(0) =0.

5° Hema Bep.ac, HemMa Xop.ac, jeBa koca ac. y = (2 + \/g)m + /3, mecHa kKoca ac. y = (2 - \/§)$ —/3.

6° f'=2— % Monoronoct: /' (—2) X (0) \(|1]| . Jlok. mun. je M(1,—1).
9

70 " — .
"= e v eapn

Konsercunoct: U (—2) X (0) U. Hema npeBojuux Tauaka.

3. f(z) = In(x? — 10z + 26).

1° Iowmexn je D = R.
2° Hyna je x = 5. 3uak: + +. IIpecek ca y-ocom je Y (0,1n 26).
3° Huje uu mapua, HU HemapHa, HU TEPUOIAYHA.
4° lim f(z)= lim f(z)= 4o0.
Tr——0Q r— 400

5° Hema ac21/1MnT0Ta.

-1
6° f' = m Monoronoct: \,|5| . Jlok. mun. je M(5,0).
— 10 24
== x s . Komsercuocr: N u @ N. IIpesojue Ttaure cy Pi(4,In2) u Py(6,1n2).

(22 — 10z + 26)2

4. f(z) =er — .

1° Iowmen je D = (—o00,0) U (0, +00).
3° Huje vy mapHa, HU HEMAapHA, HU IEePUOIAYHA.

4° lim f(z) =400, lim f(z)=—o0, lim f(z) =0, lim f(z)= +oo.
T——00 T——+00 r—0— r—0+
5° Bep.ac ¢ = 0, mema xop.ac, obocTpana xKoca ac. y = —x + 1.
1
ez
6° f'=— | — +1]. Momoromocr: \, (0) . Hema morammmx excrpema.
T

2° Kako je f(1)=e—1>0u f(2) =ye—2<0 = numa nyny =« € (1,2). 3nax: + (0) + [a] —.

1
@ (2 1 11 1
7 = %. Kousexkcunoct: N U (0) U. IIpesojua Tauka je P (—5, = + 5)

Hymepuuru ce mobuja na je o ~ 1.763222834.



Tect 3 nprama pyHKIMja

MMudpa 3anaTka: B2
Crunuparu rpadure cirenehux ¢pysrnuja:

1. f(z) = (622 — 2x — 1)e?®.
1° Iowmen je D = R.
1+ V7 1-V7 1+7

. 3uak: + 5 - 5 +. TIpecek ca y-ocom je Y (0,—1).
3° Huje Hr mapHa, HU HEMAapHA, HU NEPUOINYHA.
4° lim f(z) =0, hr—? f(z) = 4o0.

r——00

2° Hyne cy z12 =

5° Hema Bep.ac, HEMa KOCUX ac, jieBa xop.ac. y = 0.

1
6° f' = 4(3x2 + 2z — 1)e®*. Momoronoct: /' AV . Jlok. MuH. je Ml(S,f/S). Jlok. makc. je Mo(—1,7e™2).
7° f" = 8x(3z + 5)e**. Kousekcroct: U N [0] U. Tpesojue Taure cy Pl(—§,19e_10/3) u P(0,-1).

2. f(z) = —2x — V3z2 + 62— 9.

1° IHowmesn je D = (—o0, —=3] U[1, +00).
2° Hema myna. 3nak: + (—3) X (1) —.
3° Huje Hu mapHa, HU HEmapHA, HU MEPUOIAYHA.

4 IEIEIOO.}(({E) = +oo, Q:E{Ikloo f((E) =% f(_g) - 67 f(l) =2

5° Hema Bep.ac, HeMa XOP.ac, JeBa Koca ac. ¥ = (—2 +v/3)z + /3, mecra xoca ac. y = (—2 — v/3)z — /3.
3 1
6° f'=—2— ——"T —_ Momoronocr: \,[25] 7 (=3) X (1) \.. Jox. . je M(—5,4).
\/?E)):%Q +6x—9

= Komsercuoct: U (—3) X (1) U. Hema npeBojHux Tadaxa.

(322 + 6x — 9)3/2°

3. f(z)=In’z —4lnz + 3.
1° Howmex je D = (0, +00).

2° Hyne cy s =en x =¢e*. Bnax: 0 +[e] — —|—.

3° Huje HM mapHa, HU HEmapHA, HU IEPUOIAYHA.
4° lim f(x) =400, lim f(z)=+o0.
r—0+ r—+00

5° Bep. ac x =0, HemMa mecHy XOp.ac, HU AECHY KOCY ac.

Inz—2
6° f'=2 ne . Monotonoct: 0 \ /. Jlok. mun. je M(e?, —1).
Inz —3
7° fr=-2 HZQ . Komsekcnoct: 0 U N . Ilpesojua Tauka je P(e3,0).

4. f(z) = (r —3)vV9I —z.
1° Howmen je D = (—00,9].
2° Hyne cy 1 =3 n 292 = 9. 3Hak: — + @ X. IIpecek ca y-ocom je Y (0,—9).
3° Huje vy mapHa, HU HeapHA, HU NEPUOINYHA.
4° lim f(z) = —o0, f(9) =0.
r— —0Q

5° Hema acumnrora.

6° f = ;)\;Ti—ic Momnororoct: /| 7|\, (9) X. Jlok. makc. je M(7,4v2).
—11
70 f1 = M Kousekcuocr: N (9) X. Hema npesojuux tauaka.



Tect 3 nprama pyHKIMja

MMudpa 3anaTka: B3
Crunuparu rpadure cirenehux ¢pysrnuja:

1. f(z)=ze 27",
1° IHowmexn je D =R.
2° Hyna je x = 0. 3uak: — @ +. IIpecek ca y-ocom je myma Y (0,0).
3° Huje mepuonuuna. Jecte memapsa.
4° lim_f(z) = lirf f(z)=0.
5° Hema Bep.ac, o6gCTpaHa xop.ac. y = 0.
1
6° f' = (1 —2?)e"2% . Momnoronoct: \,|—1 /'\ Jlok. mun. je M;(—1,—e~1/2). Jlok. maxc. je My(1,e"1/?).
o :m(x273)e*%“’2. Konsexcuoct: N |—V3| U @ N U. TIpesojue rauxe cy Pi(—v/3,—v3e3/2), P5(0,0) u
Ps3(v/3,/3e73/2).

2. f(x)=x+2—-Vz2+z+1.

1° IHowmexn je D =R.
2° Hyana je x = —1. 3uak: — +. IIpecek ca y-ocom je Y(0,1).
3° Huje uu mapua, HUM HemapHa, HU TEPUOIAYHA.
4° lim f(z) = —oo0, lim f(x)=3/2.
Tr— —00 r— 400

5° Hema Bep.ac, geBa koca ac. y = 2x + 5/2, mecua xop.ac. y = 3/2.

2z +1
6° f' =1 —- —————. MonroTonocT: cByna /. Hema JoKaJgHUX eKcTpeMma.

x4+ +1

70 f// —

m. Komeexkcuoct: cByma N. Hema mpeBojHux Tadaxa.
>+ x

3. f(z) =3In”z — 8In(Inx).

1° Howmesn je D = (1,+00).
3° Huje Hu mapHa, HU HEMAapHA, HUA IEPUOIAYHA.
4° lim f(x) =400, lim f(z)=+o0.
r—1t Tr—+00
5° Nwma Bep.zac r =1, HEMa IEeCHY HU XOp.ac, HU OECHY KOCYy ac.
6° f' = M MomnoTorocT: 1 \ /. Jlok. mun. je M(eg/\/g,4—8ln(2/\/§)).

r-Inx
2° Hema mymna. 3uak: cByzma +.

_ . 2
7o f,,:_z(lnx 2)-(Bln"z+3lnx + 2)

2
z2-In“zx

. KonmBercuoct: 1 U N . Ilpesojua Tauka je P(e?,12 — 81n2).

4. f(z) = a%ex.

1° Iowmen je D = (—00,0) U (0, +00).

2° Hema myna. 3nak: + (0) +.

3° Huje Hr mapHa, HU HemapHA, HU IEPUOIAYHA.

4° lim f(z) =400, lim f(x)= 400, lim f(z) =0, lim f(z)=+oo.
T——00 T—+00 z—0— z—0t

5° Bep.ac z = 0, Hema xop.ac, HEMa KOCUX AC.

2
6° f = e+ (2z —1). Mororonoct: \, (0) \, /. Jlok. mun. je M (1 ¢ )

27
ex (222 — 22+ 1)
2

70 f// —

. Komsercnocr: U (0) U. Hema npesojHux Tauaxa.



Tect 3 nprama pyHKIMja

Iu¢pa 3anmarka: T4

1.
10
20
30
40
50
60
70

2.
10
20
30
40
50
60

70

3.
10
20
30
40
50
60

Crunuparu rpadure cirenehux ¢pysrnuja:

f@) = (a? +2)e™"
Ilomen je D =R.
Hema nmyna. 3mak: cByma +. Ilpecek ca y-ocom je Y(0,2).
Huje nepuonuuna. Jecte mapua.
lim f(z) = lirf f(z)=0.
Hewma Bep.ac, O6OCT2paHa xop.ac. y = 0.
f' = —2x(2* + 1)e~* . MoHOTOHOCT: /@\ Jlok. maxkc. je M(0,2).

3 3
=922 —1)(22% + 1)e~*". K cul=1ln[1] u. ' Pi(—1,2) u P(1,2).
f (x V(22 + 1)e OHBEKCHOCT pesojue Tauke cy P ’e) n Py ’e)

fl@)=o+1— V224 3z +2.

Homen je D = (—o0,—2] U [—1, 400).
Hyna je x = —1. 3nar: — (—-2) X —. TIpecex ca y-ocom je Y (0,1 —/2).
Huje HM mapHa, HM HeIapHA, HU IIEPUOIAYHA.

LEIPOOf(x) = =0, Ll{r_{}m f(‘r) = _1/27 f(_2) =-1 f(_l) =0.

Hema Bep.ac, nesa roca ac. y = 2x + 5/2, mecna xop.ac. y = —1/2.

2 3
fr=1- L Mounoronoct: ' (—2) X (—1) \,. Hema nokanaux excrpema.

2\/5021—|— 3z + 2

1 = 2 3 T Komsercuoct: U (—2) X (—1) U. Hema npeBojHux Tavaka.
x x

f(z) = z* — 622+ 8.
ITomen je D = R.
Hyne cy z10 = 42 m 234 = £v/2. Bmar: + | —-2| — | V2| + | V2] — +. IIpecek ca y-ocom je Y (0,8).
Hwuje nmepuonuuna. Jecre mapua.
lim f(z) = lirf f(x) = 4o0.
Hema acuMmnToTa.

f' = 4z(x? — 3). MonoTonocT: \, Ve @ AW /. Jlok. mum cy My(—v/3,—1) u M3(v/3,—1), a n10k. Maxc.

je My(0,8).

70

4.

10
50
g0
0
5o
6

70

f"” =12(z? — 1). Kousekcroct: U N U. IIpesojue tauke cy Pi(—1,3) u P»(1,3).

22 —1

AT
Homer je D = (—00,2) U (2, +00).
Hyne cy v1 = —1 n x5 = 1. 3nak: + — + (2) +. Hpecek ca y-ocom je Y (0,

Huje vHu mapHa, HU HemapHa, HU TEPUOAUYHA.

lim f(z)=1, lim f(z)=1, lim f(z)= 400, lim f(z)= +oo.
T——00 Tr—+00 T—2— r—2t
Bep.ac x = 2, obocTpana xop.ac y = 1.

f = 2(2:;)? MonoTorOCT: \ /' (2) \\. Jlok. mun. je M (1 1).

273
2(4 1 1 5
F = %, KomsekcnocT: N U (2) U. Ilpesojua taura je P (—— )
v

—1
T

4" 27

10



Pemema Tecra

Onx Bac ce ouekyje, na Ha rpaduUKy O3HAUMTE BPEAHOCTHU (HA T-OCU U Y-OCH), KAO U CaMe Tauke y KojuMa ()yHKIU)a
UMa HYILy, IPECEK Ca Y-OCOM, JIOKAJHM MUHUMYM, JOKAJHM MAaKCHMyM M IPEBOjHE Tadke, ka0 u acmMmnrore. Taxkobhe
Ha MO3UTUBHOM CMepy T-oce Tpeba CTABUTU CTPENUIy U T, a Ha MO3UTUBHOM CMepy y-oce Tpeba CTaBUTU CTPEIIUIY

Iomu rpaduiy BaM najy IpencTaBy Kako uariena (GpyHKIMja, ajld Ha HBUMa MOpPATe Aa O3HAUUTE CBE T'OPE HABEIEHO.

Al

10

)

&

B2

-8

fo=2x — 322+ 6x

fo=—-2x—+V322+6x—9

I'4

N

11

fs=In*z—4Inz+3

f3=3In”z — 8In(lnz)

fo=a?ex




Cana hemo maBecTu jom meku Opoj QyHKIMja KOje Cy Ce MOjaBpUBaJIe y POKOBMMA. 3aAalyl HUCY COPTUPAHU HU
IO TEKUHU HU MO TEMAaTHUIM, HETO TIpeMa PEeAOoCieny mojaBibuBama. IIpoBesxbajTe mTO BUIE OX OBUX 3aJAaTaKA.

Wcnuratn Tok u ckunupary rpadur GyHKIUTje:

1 flz)=2%—32+2. 2 f(x):,/i:ri. 3. f@) = (x—12m(z—1). 4. f@)=2T f(x):””g_l.

2 2
6. f(x) = (z+3)e/@=3) 7. f(z) = zel/*. 8. f(z) = % 9. f(z) = % 10. f(z) = ”32;1 .
1. @)= 120 g9 pa) = xe_ml .13, f(x)=ln(@?-22+2). 14. f(z) = % 15. f(z) = mfj—l
16. f(z) = (@2 —3)e”.  17. f(z)= V2 —3.  18. f(z) = h%f 19. f(z) = 1;2”. 20. f(z) =22Inz.
21. f(z) = (2> —8)e®. 22. f(x) = x;—is 23. f(z)=zln’z. 24. f(z)= xejQ. 25. f(z) = (r—1)y/10 —x.
z? — 4z + 4 23

26. f(x) =

ey - 2 f@)= 5—5- 28 fl@)=Vahe. 29. f(z)=In(?—2r+2). 30. f(x):\g/;'

31. f(x) =22Vz+5. 32. f(x) = \/% 33. f(x) = = $31)3- 34. f(z) = Eingj 35. f(x) = 63;;7?22_9
36. f(z) = (z—1)2(z—2)3. 3T. f(:v)Q(x:::)Z. 38. f(z) = \/x"jiﬂ 39. f(:c):lnfx- 40. f(x):xgx_l'
41. f(z) =M= 42, f(z) = 13; 43. f(z) = ﬁ%flﬁ 44. f(x) = ﬁ#ﬁ 45. f(r) = 4122-
46. f(z) = In(e? — 60 +10).  47. f(z) = ﬁ%ﬁflo 48. f(x) = %ﬁl 49. flx) = xgi:)

50. f(x)=v1—23. 51 flx)=(z—2)%*x+3)3. 52 f(z)=z+2—-Va2+z—-2. 53. f(zr)=In(z? -8z +17).

3 3 B N Iz 2?4+ 8x+7
54. f(z) = Va? — Y22 4. 55. f(z) = 3(In" —Ina?). 56. f(x)—m 57. f(x)—?
58. f(z) = %. 59. f(x):ﬁ%ﬁ 60. f(z) =2z — 3322 6l. flz)=a+1-VaZta.
— 2 _ (z +3)? _ /(z=3) ozt
62. f(.l?) = .T(hl Tr — 111.132) . 63. f(ac) = m . 64. f(l') = (.’E — 1)61 3 . 65. f(x) = m .
66. fla) = — L2 67. f(z)= 2% i 68. f(z) = — 69. f(z) =In?z —4lnz +4
In*(z —2) 2z +1 ' er —1° '
70. f(zr)=v1—e=. TL. f(w):%. 72. f(x):%. 73. f(z) =ze . T4 f(z)= 3z — 2.

75. f(z) = (z — 3)In®*(z — 3).

2
76. f(x) = arctg

7 1 Osaj sadamax wuje 6uo Ha nucmerom deay ucnuma!
72 —

12



