
IspitivaƬe funkcija
pripremio Vladimir Balti²

IspitivaƬe funkcija je centralni i svakako najbitniji deo svakog kursa matematike. On daje matematiqku
osnovu za skiciraƬe grafika na osnovu matematiqke formule odre±enih pojava koje se javƩaju u ekonomiji,
prirodnim naukama, tehnici, fizici...

Mi ²emo ispitivaƬe funkcija razloжiti na osam delova:
1. Oblast definisanosti funkcije (ili domen funkcije)
2. Nule, znak funkcije i presek sa y-osom
3. Parnost i periodiqnost funkcije
4. Graniqne vrednosti funkcije na krajevima domena
5. Asimptote funkcije
6. Prvi izvod, monotonost i lokalni ekstremi funkcije
7. Drugi izvod, konveksnost i prevojne taqke funkcije
8. CrtaƬe grafika funkcije.
Sada ²emo se detaƩnije osvrnuti na svaki od ovih delova.

1. Oblast definisanosti funkcije (ili domen funkcije). Najqex²e ²e funkcija f koju ispitujemo biti sas-
tavƩena (preciznije matematiqki bi se reklo da je kompozicija) od vixe elementarnih funkcija, tj. mogli
bismo funkciju f da predstavimo kao f = g(h(x)). Uglavnom ²e funkcija f biti definisana za iste vrednosti
x kao i h, sem nekoliko izuzetaka:

1◦ f(x) =
g(x)

h(x)
je definisan kada su definisane i g(x) i h(x) i kad je h(x) 6= 0;

2◦ f(x) = loga g(x) je definisan kada je definisana i g(x) i kada je g(x) > 0;

3◦ f(x) =
√

g(x) je definisan kada je definisana i g(x) i kada je g(x) > 0

(isto vaжi i za bilo koji ”paran” koren:
4√

,
6√

, . . . , dok su neparni, poput 3
√

g(x), def. kad je g(x) def.);
4◦ f(x) = tg g(x) je definisan kada je definisana i g(x) i kada je g(x) 6= (2k + 1)π

2 (k ∈ Z);
5◦ f(x) = ctg g(x) je definisan kada je definisana i g(x) i kada je g(x) 6= kπ (k ∈ Z);
6◦ f(x) = arcsin g(x) je definisan kada je definisana i g(x) i kada je −1 6 g(x) 6 1;
7◦ f(x) = arccos g(x) je definisan kada je definisana i g(x) i kada je −1 6 g(x) 6 1.
Drugi deo, u kome se traжi rexavaƬe nejednaqina ili razliqitosti, se poklapa sa slede²im:

2. Nule i znak funkcije. Presek sa y-osom predstavƩa taqka Y (0, f(0)).
Na nulama i znaku se ne²emo preterano zadrжavati jer se na neki naqin podrazumeva sredƬoxkolsko znaƬe
rexavaƬa kvadratnih, logoritamskih, eksponencijalnih, trigonometrijskih jednaqina i nejednaqina, kao i
nejednaqina vezanih za racionalne funkcije (videti ObnavƩaƬe sredƬoxkolske matematike).

3. Parnost i periodiqnost funkcije. Za funkciju f(x) kaжemo da je parna ako je f(−x) = f(x) za svako x iz
domena D (odre±enog pod 1). f(x) je neparna ako je f(−x) = −f(x) za svako x iz domena D.
Ako je funkcija parna ili neparna potrebno je to pokazati, a ako nije ni parna ni neparna onda je dovoƩno
na²i neku vrednost x = a ∈ D za koju je f(−a) 6= f(a) i f(−a) 6= −f(a).
Ako funkcija nema simetriqan domen u odnosu na x = 0 onda odmah moжemo re²i da nije ni parna ni neparna
(isto vaжi i ako nule i znak funkcije nisu simetriqni u odnosu na x = 0).
Za funkciju f(x) kaжemo da je periodiqna ako postoji broj T takav da je f(x) = f(x + T ) za svako za svako
x iz domena D. NajmaƬi takav broj T oznaqava²emo sa ω i on se naziva period funkcije f . Tako±e ako je
funkcija periodiqna potrebno je to pokazati, a ako nije to se moжe zakƩuqiti na osnovu delova ispitivaƬa
funkcija (domena, nula i znaka, graniqnih vrednosti) ako tu dobijene vrednosti nisu periodiqne.

4. Graniqne vrednosti funkcije na krajevima domena. Ako se domen D moжe predstaviti kao unija intervala
oblika (a, b) potrebno je za svaki od tih intervala odrediti slede²e dve graniqne vrednosti: lim

x→a+
f(x) i

lim
x→b−

f(x). Ako je neka od vrednosti a i b beskonaqna, potrebno je odrediti odgovaraju²i beskonaqni limes,

npr. ako je D = R = (−∞,+∞) odre±ujemo lim
x→−∞

f(x) i lim
x→+∞

f(x).

Ako imamo interval oblika (a, b] potrebno je odrediti lim
x→a+

f(x) i vrednost f(b) (obratite paжƬu - za x = b

funkcija je definisana i tu izraqunavamo vrednost funkcije, a ne traжimo limes!) i sliqno za [a, b).
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Nekad je potrebno koristiti i Lopitalovo pravilo (moжe se primeniti samo na limese oblika 0
0 ili oblika

∞
∞ !): lim

x→a

g(x)

h(x)
= lim

x→a

g′(x)

h′(x)
. Kad imamo da je g · h oblika 0 · ∞ to svodimo na

g
1
h

=
g

h−1
→ 0

0
ili

h
1
g

=
h

g−1
→ ∞

∞ .

Jedan od ova dva svo±eƬa vodi ka rexeƬu, dok drugi daje jox sloжeniji limes!

5. Asimptote funkcije. Postoje tri vrste asimptota: vertikalne, horizontalne i kose (mada su horizontalne
u stvari specijalni sluqaj kosih).
Vertikalne asimptote se javƩaju kad imamo prekid u domenu: prava x = a je vertikalna asimptota ako a ne
pripada domenu, a bar jedan od limesa lim

x→a+
f(x) i lim

x→a−

f(x) postoji i beskonaqan je (+∞ ili −∞).

Ako je lim
x→−∞

f(x) = b, gde je b neki konaqan broj, tada je prava y = b leva horizontalna asimptota. Ako je

lim
x→+∞

f(x) = b, gde je b neki konaqan broj, tada je prava y = b desna horizontalna asimptota. Ako je y = b i

leva i desna horizontalna asimptota, onda kaжemo da je to obostrana horizontalna asimptota.
Ukoliko je lim

x→−∞
f(x) beskonaqan, tada traжimo levu kosu asimptotu. Leva kosa asimptota postoji ako postoje

slede²a dva limesa: k = lim
x→−∞

f(x)

x
– ako je k konaqan i k 6= 0, onda traжimo n = lim

x→−∞
f(x) − k · x (gde je k

prvoodre±eni limes) i ukoliko je i n konaqan tada imamo da je leva kosa asimptota prava y = kx + n.
Analogno traжimo desnu kosu asimptotu: ako je lim

x→+∞
f(x) beskonaqan ta asimptota postoji ako postoje i

konaqni su (i jox k 6= 0) limesi k = lim
x→+∞

f(x)

x
i n = lim

x→+∞
f(x)−k ·x i tada je desna kosa asimptota y = kx+n.

Ako se leva i desna asimptota poklapaju (tj. to je ista prava) kaжemo da imamo obostranu kosu asimptotu.

6. Prvi izvod, monotonost i lokalni ekstremi funkcije. Prema pravilima diferenciraƬa se odredi prvi
izvod f ′(x) funkcije f(x). DaƩa analiza se svodi na odre±ivaƬe nula i znaka prvog izvoda: kada je f ′(x) = 0
imamo kandidata za ekstremum (maksimum ili minimum). Na svakom od intervala na kome je f ′(x) > 0 za
svako x imamo da je funkcija rastu²a i to ²emo oznaqavati strelicom ր, a na svakom od intervala na
kome je f ′(x) < 0 za svako x imamo da je funkcija opadaju²a, tj. ց . Sad se vra²amo na pitaƬe odre±ivaƬa
ekstremuma: kandidat x = a je lokalni maksimum ako je do a funkcija f rastu²a, a nakon a opadaju²a, ր a ց
(da je maksimum mogli smo dobiti i ispitivaƬem znaka drugog izvoda – ako je f ′′(a) > 0), a kandidat x = a je
lokalni minimum ako je do a funkcija f opadaju²a, a nakon a rastu²a, ց a ր (f ′′(a) < 0). Ako smo dobili da
je neka taqka ekstrem tu treba izraqunati vrednost funkcije, f(a), i taqku M(a, f(a)) oznaqavamo na grafiku.
Ostala dva sluqaja (ց a ց i ր a ր) nisu ekstremi.
Veoma qesto se zaboravƩa da se ispita naqin kako (tj. pod kojim uglom) funkcija ”ulazi” u neku taqku ili
”izlazi” iz Ƭe. Prvi od ta dva sluqaja se javƩa kada u nekom prekidu x = a imamo da je lim

x→a−

f(x) konaqan (a

drugi kada je za neki prekid x = a imamo da je lim
x→a+

f(x) konaqan) i tada je koeficijent pravca (ovo sledi iz

priqe sa koeficijentom pravca tangente na krivu) u okolini taqke (a, f(a) dat sa k = lim
x→a−

f ′(x) (tj. lim
x→a+

f(x)).

Koeficijent n (presek prave sa y-osom) dobijamo iz jednakosti f(a) = k · a + n. Ovo se od vas ne oqekuje na
ispitu!

7. Drugi izvod, konveksnost i prevojne taqke funkcije. Prema pravilima diferenciraƬa se odredi drugi

izvod f ′′(x) funkcije f(x) – to je prvi izvod ve² odre±ene funkcije f ′(x), tj. f ′′(x) =
(

f ′(x)
)′
. DaƩa analiza

se svodi na odre±ivaƬe nula i znaka drugog izvoda: kada je f ′′(x) = 0 imamo kandidata za prevojnu taqku. Na
svakom od intervala na kome je f ′′(x) > 0 za svako x imamo da je funkcija oblika ∪, a na svakom od intervala
na kome je f ′′(x) < 0 za svako x imamo da je funkcija ∩ (namerno nismo pomiƬali kada je konveksna, odnosno
konkavna, jer se na razliqitim fakultetima koristi razliqita terminologija!). Prevojna taqka x = a je ona
gde se meƬa konveksnost. Isto kao i kod minimuma i maksimuma odre±ujemo vrednost funkcije, f(a), i taqku
P (a, f(a)) oznaqavamo na grafiku.

8. CrtaƬe grafika funkcije. Na grafiku oznaqavamo (ako postoje) slede²e taqke: nule, presek sa y-osom
(0, f(0)), minimume i maksimume, prevojne taqke, zatim crtamo asimptote i oznaqavamo (crticama) graniqne
vrednosti i na kraju sve to spojimo vode²i raquna o znaku, monotonosti i konveksnosti. Ako se nesto ne slaжe,
to je pokazateƩ da smo naqinili neku grexku u raqunu neke od prethodnih stavki! Tako±e na pozitivnom smeru
x-ose treba staviti strelicu i x, a na pozitivnom smeru y-ose treba staviti strelicu i f(x).
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Primer 1. Sada ²emo detaƩno ispitati funkciju f(x) =
2(x − 1)2

2x − 1
e

1
x−1 i nacrtati Ƭen grafik.

1. Funkcija f(x) je definisana kada su definisane funkcije g(x) =
2(x − 1)2

2x − 1
i h(x) = e

1
x−1 . Funkcija g(x) =

2(x − 1)2

2x − 1
je definisana kada su definisane funkcije 2(x− 1)2 i 2x− 1 (to je za svako x ∈ R) i kad je 2x− 1 6= 0,

tj. za x 6= 1
2 . Funkcija h(x) = e

1
x−1 je definisana kada je definisana funkcija 1

x−1 , a to je za x 6= 1. Stoga

je funkcija f(x) definisana kada je x 6= 1
2 i x 6= 1, odnosno domen ili oblast definisanosti funkcije f je

D = (−∞, 1
2 ) ∪ ( 1

2 , 1) ∪ (1,+∞).

2. f(0) =
2(0 − 1)2

2 · 0 − 1
e

1
0−1 =

−2

e
, pa je presek sa y-osom taqka Y (0,

−2

e
) ≈ (0,−0.736).

Uvek je e
1

x−1 > 0, a 2(x− 1)2 = 0 za x = 1, pa bi x = 1 bila jedina nula da 1 pripada domenu D (ovako funkcija

f nema nula). Kako je uvek e
1

x−1 > 0, 2(x − 1)2 > 0 za svako x ∈ D i 2x − 1 > 0 za x > 1
2 , a 2x − 1 < 0 za x < 1

2

dobijamo da je funkcija f(x) < 0 za x ∈ (−∞,
1

2
), a f(x) > 0 za x ∈ (

1

2
, 1) ∪ (1,+∞).

3. Kako domen D = (−∞, 1
2 ) ∪ ( 1

2 , 1) ∪ (1,+∞) nije simetriqan u odnosu na 0 funkcija f(x) nije ni parna ni

neparna (II naqin je: f(−2) = − 18
5 e−

1
3 6= ± 2

3e = ±f(2), pa nije ni parna ni neparna, jer smo naxli vrednost
x = 2 ∈ D za koju nije ispuƬeno ni svojstvo parnosti ni neparnosti – po definiciji oba svojstva moraju da
vaжe ∀x ∈ D).
Funkcija f(x) nije ni periodiqna.

4. Kako je domen D = (−∞, 1
2 ) ∪ ( 1

2 , 1) ∪ (1,+∞) potrebno je odrediti slede²ih xest limesa:

lim
x→−∞

f(x), lim
x→ 1

2

−

f(x), lim
x→ 1

2

+
f(x), lim

x→1−

f(x), lim
x→1+

f(x), lim
x→+∞

f(x).

lim
x→−∞

f(x) = −∞ jer kad x → −∞ onda 1
x−1 → 0, pa e

1
x−1 → e0 = 1, a

2(x − 1)2

2x − 1
=

2x2 − 4x + 2

2x − 1
=

2x − 4 + 2
x

2 − 1
x

→ −∞

kad x → −∞ jer 1
x → 0.

lim
x→ 1

2

−

f(x) = −∞ jer kad x → 1
2

−
onda 1

x−1 → −2, pa e
1

x−1 → e−2 > 0, 2(x − 1)2 → 2( 1
2 − 1)2 = 1

2 > 0 i 2x − 1 →

2 · 1
2

− − 1 = 0−.

Potpuno analogno se dobija lim
x→ 1

2

+
f(x) = +∞.

lim
x→1−

f(x) = 0 jer kad x → 1− onda 1
x−1 → −∞, pa e

1
x−1 → 0, a i

2(x − 1)2

2x − 1
→ 2(1 − 1)2

2 · 1 − 1
= 0.

Za izraqunavaƬe lim
x→1+

f(x) potrebno je korix²eƬe Lopitalovog pravila jer je to limes oblika 0·∞ (prvo ²emo

svesti na limes oblika ∞
∞ , pa onda moжemo da primenimo Lopitalovo pravilo; sa 0

0 bi se dobio teжi limes!):

lim
x→1+

2(x − 1)2

2x − 1
e

1
x−1 = lim

x→1+

e
1

x−1

2x − 1

2(x − 1)2

L.P.
=
∞

∞

lim
x→1+

− e
1

x−1

(x − 1)2

− x

(x − 1)3

= lim
x→1+

e
1

x−1

x

(x − 1)

L.P.
=
∞

∞

lim
x→1+

− e
1

x−1

(x − 1)2

− 1

(x − 1)2

= lim
x→1+

e
1

x−1

1
= +∞.

lim
x→+∞

f(x) = +∞ (potpuno analogno kao kad x → −∞).

5. Kako smo dobili da je lim
x→ 1

2

−

f(x) = −∞ (a i lim
x→ 1

2

+
f(x) = +∞) prava x = 1

2 je vertikalna asimptota.

Kako je lim
x→1+

f(x) = +∞ i prava x = 1 je vertikalna asimptota.

Kako su lim
x→−∞

f(x) i lim
x→+∞

f(x) beskonaqni funkcija nema horizontalnih asimptota, ali moжe imati kosih.

Kako se svi limesi potpuno analogno raqunaju i za x → −∞ i za x → +∞, svuda ²emo pisati x → ±∞.

k = lim
x→±∞

f(x)

x
= lim

x→±∞

2(x − 1)2

(2x − 1)x
e

1
x−1 = lim

x→±∞

2 − 4
x + 2

2 − 1
x

e
1

x−1 =
2

2
·e0 = 1. Koeficijent n dobijamo nakon malo sre-

±ivaƬa: n = lim
x→±∞

f(x)−k·x = lim
x→±∞

f(x)−x = lim
x→±∞

2(x − 1)2e
1

x−1 − (2x2 − x)

2x − 1
= lim

x→±∞

2(1 − 1
x ) · e

1
x−1 − 1

1
x−1

− 3 + 2
x

2 − 1
x

=

2 · 1 · 1 − 3 + 0

2
= −1

2
. Stoga je prava y = x − 1

2 obostrana kosa asimptota.
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6. f ′(x) = 2
e

1
x−1 (2x2 − 4x + 1)

(2x − 1)2
. Kako je uvek e

1
x−1 > 0 i (2x − 1)2 > 0 (x = 1

2 6∈ D), znak prvog izvoda zavisi samo

od kvadratnog trinoma 2x2 − 4x + 1, qije su nule 1 ±
√

2
2 :

(−∞, 1 −
√

2
2 ) 1 −

√
2

2 (1 −
√

2
2 , 1

2 ) 1
2 ( 1

2 , 1) 1 (1, 1 +
√

2
2 ) 1 +

√
2

2 (1 +
√

2
2 ,+∞)

e
1

x−1 + + + + + x + + +
2x2 − 4x + 1 + 0 − − − − − 0 +

(2x − 1)2 + + + x + + + + +
f ′(x) + 0 + x + x + 0 +
f(x) ր max ց x ց x ց min ր

Potrebno je jox odrediti vrednosti u lokalnom maksimumu i lokalnom minimumu: fmax = f(1 −
√

2
2 ) =

e−
√

2

1 −
√

2

i fmin = f(1 +
√

2
2 ) =

e
√

2

1 +
√

2
. Stoga imamo da je lokalni maksimum taqka M1(1 −

√
2

2 ,
e−

√
2

1 −
√

2
) ≈ (0.293,−0.587), a

lokalni minimum taqka M2(1 +
√

2
2 ,

e
√

2

1 +
√

2
) ≈ (1.707, 1.704).

7. f ′′(x) = 2
e

1
x−1 (2x2 − 2x + 1)

(2x − 1)3(x − 1)2
. Kako je uvek e

1
x−1 > 0, 2x2−2x+1 > 0 (jer je a = 2 > 0, a D = −4 < 0) i (x−1)2 > 0

(x = 1 6∈ D), znak prvog izvoda zavisi samo od qlana (2x − 1)3:

(−∞, 1
2 ) 1

2 ( 1
2 , 1) 1 (1,+∞)

e
1

x−1 + + + x +
2x2 − 2x + 1 + + + + +

(2x − 1)3 − x + + +
(x − 1)2 + + + x +
f ′(x) − x + x +
f(x) ∩ x ∪ x ∪

Funkcija nema prevojnih taqaka.
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Primer 2. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x) =
x

1 + lnx
.

1. Kako je 1 + lnx = 0 za x = e−1 i logaritam lnx je definisan za x > 0 imamo da je domen funkcije:
D = (0, e−1) ∪ (e−1,+∞).

2. Na skupu D na kome je definisana, ova funkcija nema nula. Znak funkcije u oblasti D zavisi samo od
znaka imenioca, pa imamo da je f(x) < 0 za x ∈ (0, e−1), f(x) > 0 za x ∈ (e−1,+∞).

3. Funkcija nije ni parna, ni neparna, ni periodiqna.

4. Graniqne vrednosti na krajevima domena su: lim
x→0+

f(x) = 0− (jer lim
x→0+

x = 0+ i lim
x→0+

1 + lnx = −∞),

lim
x→ 1

e

−

f(x) = −∞ (jer lim
x→ 1

e

−

1 + lnx = 0−), lim
x→ 1

e

+
f(x) = +∞ (jer lim

x→ 1
e

+
1 + lnx = 0+), lim

x→+∞
f(x) = +∞.

Kod posledƬeg limesa smo primenili Lopitalovo pravilo (moжemo jer i imenilac i brojilac teжe ka +∞):

lim
x→+∞

x

1 + lnx

L.P.
=
∞

∞

lim
x→+∞

1
1
x

= lim
x→+∞

x = +∞.

5. Na osnovu prethodne taqke imamo da je prava x = e−1 vertikalna asimptota. Kako pri odre±ivaƬu da li

ima kosu asimptotu dobijamo k = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

1

1 + lnx
= 0 sledi da funkcija nema kosu asimptotu (zbog

k = 0 dobili bi n = lim
x→+∞

f(x) − k · x = lim
x→+∞

f(x) = +∞).

6. Prvi izvod je f ′(x) =
lnx

(1 + lnx)2
.

0 (0, e−1) e−1 (e−1, 1) 1 (1,+∞)
f ′(x) x − x − 0 +
f(x) x ց x ց min ր

Minimum je M(1, 1).

7. f ′′(x) =
1 − lnx

x(1 + lnx)3
.

0 (0, e−1) e−1 (e−1, e) e (e,+∞)
f ′′(x) x − x + 0 −
f(x) x ∩ x ∪ p.t. ∩

Prevojna taqka je P (e,
e

2
).

Na osnovu svega ovoga crtamo grafik.
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Primer 3. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x) =
1 + ln |x|

x(1 − ln |x|) .

1. Domen funkcije je D = (−∞,−e) ∪ (−e, 0) ∪ (0, e) ∪ (e,+∞).

2. Nule funkcije su x = ±1

e
. Funkcija meƬa znak i u taqkama prekida, pa imamo da je f(x) < 0 za x ∈

(−e,−e−1) ∪ (0, e−1) ∪ (e,+∞), f(x) > 0 za x ∈ (−∞,−e) ∪ (−e−1, 0) ∪ (e−1, e).
3. Funkcija je neparna (simetriqna u odnosu na koordinatni poqetak).
4. Graniqne vrednosti na krajevima domena D su: lim

x→−∞
f(x) = 0+, lim

x→−e−

f(x) = +∞, lim
x→−e+

f(x) = −∞,

lim
x→0−

f(x) = +∞, lim
x→0+

f(x) = −∞, lim
x→e−

f(x) = +∞, lim
x→e+

f(x) = −∞, lim
x→+∞

f(x) = 0−.

5. Prave x = −e, x = 0 i x = e su vertikalne asimptote, a prava y = 0 je obostrana horizontalna asimptota.

6. Za x < 0 prvi izvod je f ′(x) =
1 + ln2(−x)

x2(1 − ln(−x))2
, a za x > 0 prvi izvod je f ′(x) =

1 + ln2 x

x2(1 − lnx)2
, pa je funkcija

f(x) rastu²a na svakom od intervala gde je definisana.

7. Za x < 0 drugi izvod je f ′′(x) =
2 ln(−x)(ln2(−x) − ln(−x) + 2)

x3(1 − ln(−x))3
, a za x > 0 drugi izvod je f ′′(x) =

2 ln x(ln2 x − lnx + 2)

x3(1 − lnx)3
. Jedine prevojne taqke su x = −1, y = −1 i x = 1, y = 1. Drugi faktor u brojiocu je

uvek pozitivan, jer je diskriminanta kvadratnog trinoma u2 − u + 2 (za x > 0u = lnx, a za x < 0u = ln(−x))
negativna. Funkcija je ∪ (f ′′(x) > 0) na intervalima (−∞,−e), (−1, 0) i (1, e), a ∩ na (−e,−1), (0, 1) i (e,+∞).
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Test iz crtaƬa funkcija

Xifra zadatka: A1

Skicirati grafike slede²ih funkcija:

1. f(x) = (x2 − 4x + 5)ex.

1◦ Domen je D = R.
2◦ Nema nula. Znak: svuda +. Presek sa y-osom je Y (0, 5).
3◦ Nije ni parna, ni neparna, ni periodiqna.
4◦ lim

x→−∞
f(x) = 0, lim

x→+∞
f(x) = +∞.

5◦ Nema ver.as, nema kosih as, leva hor.as. y = 0.
6◦ f ′ = (x2 − 2x + 1)ex. Monotonost: svuda ր. Nema lokalnih ekstrema.

7◦ f ′′ = (x2 − 1)ex. Konveksnost: ∪ −1 ∩ 1 ∪. Prevojne taqke su P1(−1,
10

e
) i P2(1, 2e).

2. f(x) = 2x −
√

3x2 + 6x.

1◦ Domen je D = (−∞,−2] ∪ [0,+∞).

2◦ Nule su x1 = 0 i x2 = 6. Znak: − (−2) X 0 − 6 +.
3◦ Nije ni parna, ni neparna, ni periodiqna.
4◦ lim

x→−∞
f(x) = −∞, lim

x→+∞
f(x) = +∞, f(−2) = −4, f(0) = 0.

5◦ Nema ver.as, nema hor.as, leva kosa as. y = (2 +
√

3)x +
√

3, desna kosa as. y = (2 −
√

3)x −
√

3.

6◦ f ′ = 2 − 3x + 3√
3x2 + 6x

. Monotonost: ր (−2) X (0) ց 1 ր. Lok. min. je M(1,−1).

7◦ f ′′ =
9

(3x2 + 6x)3/2
. Konveksnost: ∪ (−2) X (0) ∪. Nema prevojnih taqaka.

3. f(x) = ln(x2 − 10x + 26).

1◦ Domen je D = R.
2◦ Nula je x = 5. Znak: + 5 +. Presek sa y-osom je Y (0, ln 26).
3◦ Nije ni parna, ni neparna, ni periodiqna.
4◦ lim

x→−∞
f(x) = lim

x→+∞
f(x) = +∞.

5◦ Nema asimptota.

6◦ f ′ =
2x − 10

x2 − 10x + 26
. Monotonost: ց 5 ր. Lok. min. je M(5, 0).

7◦ f ′′ = −2
x2 − 10x + 24

(x2 − 10x + 26)2
. Konveksnost: ∩ 4 ∪ 6 ∩. Prevojne taqke su P1(4, ln 2) i P2(6, ln 2).

4. f(x) = e
1
x − x.

1◦ Domen je D = (−∞, 0) ∪ (0,+∞).
3◦ Nije ni parna, ni neparna, ni periodiqna.
4◦ lim

x→−∞
f(x) = +∞, lim

x→+∞
f(x) = −∞, lim

x→0−

f(x) = 0, lim
x→0+

f(x) = +∞.

5◦ Ver.as x = 0, nema hor.as, obostrana kosa as. y = −x + 1.

6◦ f ′ = −
(

e
1
x

x2
+ 1

)

. Monotonost: ց (0) ց. Nema lokalnih ekstrema.

2◦ Kako je f(1) = e − 1 > 0 i f(2) =
√

e − 2 < 0 ⇒ ima nulu x = α ∈ (1, 2). Znak: + (0) + α −.

7◦ f ′′ =
e

1
x (2x + 1)

x4
. Konveksnost: ∩ −1/2 ∪ (0) ∪. Prevojna taqka je P

(

−1

2
,

1

e2
+

1

2

)

.

Numeriqki se dobija da je α ≈ 1.763222834.
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Test iz crtaƬa funkcija

Xifra zadatka: B2

Skicirati grafike slede²ih funkcija:

1. f(x) = (6x2 − 2x − 1)e2x.

1◦ Domen je D = R.

2◦ Nule su x1,2 =
1 ±

√
7

6
. Znak: +

1 −
√

7

6
− 1 +

√
7

6
+. Presek sa y-osom je Y (0,−1).

3◦ Nije ni parna, ni neparna, ni periodiqna.
4◦ lim

x→−∞
f(x) = 0, lim

x→+∞
f(x) = +∞.

5◦ Nema ver.as, nema kosih as, leva hor.as. y = 0.

6◦ f ′ = 4(3x2 + 2x− 1)e2x. Monotonost: ր −1 ց 1/3 ր. Lok. min. je M1(
1

3
,−e2/3). Lok. maks. je M2(−1, 7e−2).

7◦ f ′′ = 8x(3x + 5)e2x. Konveksnost: ∪ −5/3 ∩ 0 ∪. Prevojne taqke su P1(−
5

3
, 19e−10/3) i P2(0,−1).

2. f(x) = −2x −
√

3x2 + 6x − 9.

1◦ Domen je D = (−∞,−3] ∪ [1,+∞).
2◦ Nema nula. Znak: + (−3) X (1) −.
3◦ Nije ni parna, ni neparna, ni periodiqna.
4◦ lim

x→−∞
f(x) = +∞, lim

x→+∞
f(x) = −∞, f(−3) = 6, f(1) = −2.

5◦ Nema ver.as, nema hor.as, leva kosa as. y = (−2 +
√

3)x +
√

3, desna kosa as. y = (−2 −
√

3)x −
√

3.

6◦ f ′ = −2 − 3x + 1√
3x2 + 6x − 9

. Monotonost: ց −5 ր (−3) X (1) ց. Lok. min. je M(−5, 4).

7◦ f ′′ =
36

(3x2 + 6x − 9)3/2
. Konveksnost: ∪ (−3) X (1) ∪. Nema prevojnih taqaka.

3. f(x) = ln2 x − 4 ln x + 3.

1◦ Domen je D = (0,+∞).

2◦ Nule su x = e i x = e3. Znak: 0 + e − e3 +.
3◦ Nije ni parna, ni neparna, ni periodiqna.
4◦ lim

x→0+
f(x) = +∞, lim

x→+∞
f(x) = +∞.

5◦ Ver. as x = 0, nema desnu hor.as, ni desnu kosu as.

6◦ f ′ = 2
lnx − 2

x
. Monotonost: 0 ց e2 ր. Lok. min. je M(e2,−1).

7◦ f ′′ = −2
lnx − 3

x2
. Konveksnost: 0 ∪ e3 ∩ . Prevojna taqka je P (e3, 0).

4. f(x) = (x − 3)
√

9 − x.

1◦ Domen je D = (−∞, 9].

2◦ Nule su x1 = 3 i x2 = 9. Znak: − 3 + 9 X. Presek sa y-osom je Y (0,−9).
3◦ Nije ni parna, ni neparna, ni periodiqna.
4◦ lim

x→−∞
f(x) = −∞, f(9) = 0.

5◦ Nema asimptota.

6◦ f ′ =
3(7 − x)

2
√

9 − x
. Monotonost: ր 7 ց (9) X. Lok. maks. je M(7, 4

√
2).

7◦ f ′′ =
3(x − 11)

4(9 − x)3/2
. Konveksnost: ∩ (9) X. Nema prevojnih taqaka.

8



Test iz crtaƬa funkcija

Xifra zadatka: V3

Skicirati grafike slede²ih funkcija:

1. f(x) = xe−
1
2
x2

.

1◦ Domen je D = R.
2◦ Nula je x = 0. Znak: − 0 +. Presek sa y-osom je nula Y (0, 0).
3◦ Nije periodiqna. Jeste neparna.
4◦ lim

x→−∞
f(x) = lim

x→+∞
f(x) = 0.

5◦ Nema ver.as, obostrana hor.as. y = 0.
6◦ f ′ = (1 − x2)e−

1
2
x2

. Monotonost: ց −1 ր 1 ց. Lok. min. je M1(−1,−e−1/2). Lok. maks. je M2(1, e
−1/2).

7◦ f ′′ = x(x2 − 3)e−
1
2
x2

. Konveksnost: ∩ −
√

3 ∪ 0 ∩
√

3 ∪. Prevojne taqke su P1(−
√

3,−
√

3e−3/2), P2(0, 0) i

P3(
√

3,
√

3e−3/2).

2. f(x) = x + 2 −
√

x2 + x + 1.

1◦ Domen je D = R.
2◦ Nula je x = −1. Znak: − −1 +. Presek sa y-osom je Y (0, 1).
3◦ Nije ni parna, ni neparna, ni periodiqna.
4◦ lim

x→−∞
f(x) = −∞, lim

x→+∞
f(x) = 3/2.

5◦ Nema ver.as, leva kosa as. y = 2x + 5/2, desna hor.as. y = 3/2.

6◦ f ′ = 1 − 2x + 1

2
√

x2 + x + 1
. Monotonost: svuda ր. Nema lokalnih ekstrema.

7◦ f ′′ =
−3

4(x2 + x + 1)3/2
. Konveksnost: svuda ∩. Nema prevojnih taqaka.

3. f(x) = 3 ln2 x − 8 ln(ln x).

1◦ Domen je D = (1,+∞).
3◦ Nije ni parna, ni neparna, ni periodiqna.
4◦ lim

x→1+
f(x) = +∞, lim

x→+∞
f(x) = +∞.

5◦ Ima ver.as x = 1, nema desnu ni hor.as, ni desnu kosu as.

6◦ f ′ = 2
3 ln2 x − 4

x · lnx
. Monotonost: 1 ց e2/

√
3 ր. Lok. min. je M(e2/

√
3, 4 − 8 ln(2/

√
3)).

2◦ Nema nula. Znak: svuda +.

7◦ f ′′ = −2
(ln x − 2) · (3 ln2 x + 3 ln x + 2)

x2 · ln2 x
. Konveksnost: 1 ∪ e2 ∩ . Prevojna taqka je P (e2, 12 − 8 ln 2).

4. f(x) = x2e
1
x .

1◦ Domen je D = (−∞, 0) ∪ (0,+∞).
2◦ Nema nula. Znak: + (0) +.
3◦ Nije ni parna, ni neparna, ni periodiqna.
4◦ lim

x→−∞
f(x) = +∞, lim

x→+∞
f(x) = +∞, lim

x→0−

f(x) = 0, lim
x→0+

f(x) = +∞.

5◦ Ver.as x = 0, nema hor.as, nema kosih as.

6◦ f ′ = e
1
x (2x − 1). Monotonost: ց (0) ց 1/2 ր. Lok. min. je M

(

1

2
,
e2

4

)

.

7◦ f ′′ =
e

1
x (2x2 − 2x + 1)

x2
. Konveksnost: ∪ (0) ∪. Nema prevojnih taqaka.
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Test iz crtaƬa funkcija

Xifra zadatka: G4

Skicirati grafike slede²ih funkcija:

1. f(x) = (x2 + 2)e−x2

.

1◦ Domen je D = R.
2◦ Nema nula. Znak: svuda +. Presek sa y-osom je Y (0, 2).
3◦ Nije periodiqna. Jeste parna.
4◦ lim

x→−∞
f(x) = lim

x→+∞
f(x) = 0.

5◦ Nema ver.as, obostrana hor.as. y = 0.
6◦ f ′ = −2x(x2 + 1)e−x2

. Monotonost: ր 0 ց. Lok. maks. je M(0, 2).

7◦ f ′′ = 2(x2 − 1)(2x2 + 1)e−x2

. Konveksnost: ∪ −1 ∩ 1 ∪. Prevojne taqke su P1(−1,
3

e
) i P2(1,

3

e
).

2. f(x) = x + 1 −
√

x2 + 3x + 2.

1◦ Domen je D = (−∞,−2] ∪ [−1,+∞).

2◦ Nula je x = −1. Znak: − (−2) X −1 −. Presek sa y-osom je Y (0, 1 −
√

2).
3◦ Nije ni parna, ni neparna, ni periodiqna.
4◦ lim

x→−∞
f(x) = −∞, lim

x→+∞
f(x) = −1/2, f(−2) = −1, f(−1) = 0.

5◦ Nema ver.as, leva kosa as. y = 2x + 5/2, desna hor.as. y = −1/2.

6◦ f ′ = 1 − 2x + 3

2
√

x2 + 3x + 2
. Monotonost: ր (−2) X (−1) ց. Nema lokalnih ekstrema.

7◦ f ′′ =
1

4(x2 + 3x + 2)3/2
. Konveksnost: ∪ (−2) X (−1) ∪. Nema prevojnih taqaka.

3. f(x) = x4 − 6x2 + 8.

1◦ Domen je D = R.

2◦ Nule su x1,2 = ±2 i x3,4 = ±
√

2. Znak: + −2 − −
√

2 +
√

2 − 2 +. Presek sa y-osom je Y (0, 8).
3◦ Nije periodiqna. Jeste parna.
4◦ lim

x→−∞
f(x) = lim

x→+∞
f(x) = +∞.

5◦ Nema asimptota.

6◦ f ′ = 4x(x2 − 3). Monotonost: ց −
√

3 ր 0 ց
√

3 ր. Lok. min su M1(−
√

3,−1) i M3(
√

3,−1), a lok. maks.
je M2(0, 8).

7◦ f ′′ = 12(x2 − 1). Konveksnost: ∪ −1 ∩ 1 ∪. Prevojne taqke su P1(−1, 3) i P2(1, 3).

4. f(x) =
x2 − 1

(x − 2)2
.

1◦ Domen je D = (−∞, 2) ∪ (2,+∞).

2◦ Nule su x1 = −1 i x2 = 1. Znak: + −1 − 1 + (2) +. Presek sa y-osom je Y (0,
−1

4
).

3◦ Nije ni parna, ni neparna, ni periodiqna.
4◦ lim

x→−∞
f(x) = 1, lim

x→+∞
f(x) = 1, lim

x→2−

f(x) = +∞, lim
x→2+

f(x) = +∞.

5◦ Ver.as x = 2, obostrana hor.as y = 1.

6◦ f ′ =
2(1 − 2x)

(x − 2)3
. Monotonost: ց 1/2 ր (2) ց. Lok. min. je M

(

1

2
,−1

3

)

.

7◦ f ′′ =
2(4x + 1)

(x − 2)4
. Konveksnost: ∩ −1/4 ∪ (2) ∪. Prevojna taqka je P

(

−1

4
,− 5

27

)

.
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RexeƬa testa

Od vas se oqekuje, da na grafiku oznaqite vrednosti (na x-osi i y-osi), kao i same taqke u kojima funkcija
ima nulu, presek sa y-osom, lokalni minimum, lokalni maksimum i prevojne taqke, kao i asimptote. Tako±e
na pozitivnom smeru x-ose treba staviti strelicu i x, a na pozitivnom smeru y-ose treba staviti strelicu
i f(x).
DoƬi grafici vam daju predstavu kako izgleda funkcija, ali na Ƭima morate da oznaqite sve gore navedeno.

A1

f1 = (x2 − 4x + 5)ex f2 = 2x −
√

3x2 + 6x f3 = ln(x2 − 10x + 26) f4 = e
1
x − x

B2

f1 = (6x2 − 2x − 1)e2x f2 = −2x −
√

3x2 + 6x − 9 f3 = ln2 x − 4 ln x + 3 f4 = (x − 3)
√

9 − x

V3

f1 = xe−
1
2
x2

f2 = x + 2 −
√

x2 + x + 1 f3 = 3 ln2 x − 8 ln(ln x) f4 = x2e
1
x

G4

f1 = (x2 + 2)e−x2

f2 = x + 1 −
√

x2 + 3x + 2 f3 = x4 − 6x2 + 8 f4 =
x2 − 1

(x − 2)2
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Sada ²emo navesti jox neki broj funkcija koje su se pojavƩivale u rokovima. Zadaci nisu sortirani ni
po teжini ni po tematici, nego prema redosledu pojavƩivaƬa. Proveжbajte xto vixe od ovih zadataka.

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije:

1. f(x) = x3 − 3x + 2 . 2. f(x) =

√

x − 1

x + 1
. 3. f(x) = (x − 1)2 ln(x − 1) . 4. f(x) =

lnx

x2
. 5. f(x) =

x3 − 1

x2
.

6. f(x) = (x + 3)e1/(x−3) . 7. f(x) = xe1/x . 8. f(x) =
x

lnx
. 9. f(x) =

x2

lnx
. 10. f(x) =

x2 + 1

ex
.

11. f(x) =
1 − lnx

x
. 12. f(x) =

ex

x − 1
. 13. f(x) = ln(x2 − 2x + 2) . 14. f(x) =

ex

x
. 15. f(x) =

2x

x2 + 1
.

16. f(x) = (x2 − 3)ex . 17. f(x) = 3
√

x3 − 3 . 18. f(x) =
lnx

x2
. 19. f(x) =

1 − lnx

x2
. 20. f(x) = x2 lnx .

21. f(x) = (x2 − 8)ex . 22. f(x) =
ex

x2 − 3
. 23. f(x) = x ln2 x . 24. f(x) =

ex

x + 2
. 25. f(x) = (x − 1)

√
10 − x .

26. f(x) =
x2 − 4x + 4

ln(x − 2)
. 27. f(x) =

x3

x2 − 9
. 28. f(x) =

√
x lnx . 29. f(x) = ln(x2 − 2x + 2) . 30. f(x) =

3

√

x2

x + 1
.

31. f(x) = x2
√

x + 5 . 32. f(x) =
x − 1√
x2 + 1

. 33. f(x) =
x3

(x − 1)3
. 34. f(x) =

(x + 1)2

(x − 1)2
. 35. f(x) =

6x − x2 − 9

x − 2
.

36. f(x) = (x − 1)2(x − 2)3 . 37. f(x) =
x3

2(x + 1)2
. 38. f(x) =

x2

√
x2 + 1

. 39. f(x) =
x

ln2 x
. 40. f(x) =

x

x3 − 1
.

41. f(x) = e1/(1−x2) . 42. f(x) =
lnx√

x
. 43. f(x) =

x2 + 2x + 5

x + 1
. 44. f(x) =

x2 + 12x + 20

x + 1
. 45. f(x) =

4x

4 + x2
.

46. f(x) = ln(x2 − 6x + 10) . 47. f(x) =
x2 + 7x + 10

x + 1
. 48. f(x) =

x2 + 19x + 34

x + 1
. 49. f(x) =

x(x − 1)

x2 + 1
.

50. f(x) = 3
√

1 − x3 . 51. f(x) = (x − 2)2(x + 3)3 . 52. f(x) = x + 2 −
√

x2 + x − 2 . 53. f(x) = ln(x2 − 8x + 17) .

54. f(x) =
3
√

x2 − 3
√

x2 − 4 . 55. f(x) = 3(lnx − lnx2) . 56. f(x) =
lnx

3 ln x − 1
. 57. f(x) =

x2 + 8x + 7

x − 1
.

58. f(x) =
x2 + 4x + 4

x − 1
. 59. f(x) =

x2 + 4x + 4

x + 1
. 60. f(x) = 2x − 3

3
√

x2 . 61. f(x) = x + 1 −
√

x2 + x .

62. f(x) = x(ln2 x − lnx2) . 63. f(x) =
(x + 3)2

ln(x + 3)
. 64. f(x) = (x − 1)e1/(x−3) . 65. f(x) =

x + 1

ln2(x + 1)
.

66. f(x) =
x − 2

ln2(x − 2)
. 67. f(x) =

2x2

2x + 1
e1/x . 68. f(x) =

1

ex − 1
. 69. f(x) = ln2 x − 4 ln x + 4 .

70. f(x) =
√

1 − e−x . 71. f(x) =
x2 + 2

ex2
. 72. f(x) =

ex − e−x

ex + e−x
. 73. f(x) = xe−x2

. 74. f(x) = 3
√

3x − x3 .

75. f(x) = (x − 3) ln2(x − 3) .

76. f(x) = arctg
x2

x2 − 1
. Ovaj zadatak nije bio na pismenom delu ispita!
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